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Re´sume´ :
L’hypothe`se quasi-stationnaire applique´e au processus d’e´vaporation d’une goutte de liquide pur critique dans sa
vapeur a` la pression critique conduit a` des re´sultats qui diffe`rent assez significativement des re´sultats nume´riques.
Deux sources d’instationnarite´s peuvent eˆtre invoque´es pour expliquer ces e´carts : la pre´sence d’une zone insta-
tionnaire loin de la goutte et la relaxation des conditions initiales. Des corrections aux re´sultats quasi-stationnaires
prenant en compte ces deux effets sont de´termine´es. La comparaison avec les re´sultats nume´riques s’ave`re satis-
faisante.
Abstract :
The quasi-steady hypothesis applied to the vaporization process of a pure critical droplet in its vapor at the critical
pressure leads to theoretical results that differ quite significantly from the numerical ones. Two kinds of unsteadi-
ness can be involved in order to explain such results : the presence of an unsteady area far from the droplet and the
occurence of initial data relaxation. Corrections to the quasi-steady results that take into account those two kind
of unsteadiness are worked out. These analytical results are in good agreement with the numerical results.
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1 Introduction
L’e´vaporation isobare d’une goutte de liquide pur initialement a` la tempe´rature de vapeur
saturante dans sa vapeur est classiquement e´tudie´e dans des configurations nettement subcri-
tiques en ne´gligeant les termes instationnaires dans les e´quations bilan en phase gazeuse. C’est
l’hypothe`se Quasi-Stationnaire (Q.S.). Il est alors montre´ que le carre´ du diame`tre de la goutte
varie line´airement avec le temps (loi en  ) (Godsave (1953), Spalding (1953)). Cette hy-
pothe`se se justifie lorsque le rapport des densite´ du gaz a` l’infini et de la goutte est tre`s petit : les
effets convectifs alors importants viennent e´quilibrer les termes diffusifs dans les e´quations et
les termes instationnaires peuvent, au premier ordre, eˆtre ne´glige´s. Les effets convectifs s’ame-
nuisent cependant au fur et a` mesure que l’on s’e´loigne de la goutte du fait de la syme´trie
sphe`rique du proble`me. Crespo et Lin˜an (1975) ont pu de´terminer des corrections au premier
ordre aux expressions Q.S. en prenant en compte les effets lie´s a` la pre´sence d’une zone ins-
tationnaire loin de la goutte. La concordance entre les re´sultats the´oriques Q.S. corrige´s et les
re´sultats nume´riques dans des cas nettement subcritiques s’ave`re excellente, y compris pour des
rapports de densite´ gaz/liquide d’ordre un.
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Arias-Zugasti et al. (1999) ont re´cemment applique´ l’hypothe`se Q.S. a` ”l’e´vaporation” iso-
bare d’une goutte a` la densite´ critique dans sa vapeur a` la pression critique pour des rapports de
densite´ gaz/liquide tre`s petits. Les diffe´rentes divergences critiques apparaissent dans un terme
inte´gral convergeant de´finissant le temps de vie.
Des essais nume´riques sur la configuration critique e´tudie´e par Arias-Zugasti et al. (1999)
ont pu eˆtre mene´s. Des diffe´rences plus importantes que pre´vu, sur la valeur des temps de vie et
la forme des profils de re´cession du carre´ du rayon de la goutte, apparaissent en confrontant ces
re´sultats a` ceux issus de l’hypothe`se Q.S.. Nous expliquons dans ce qui suit l’origine des e´carts
observe´s et proposons des corrections aux expressions Q.S..
2 Etude de de type Quasi-Stationnaire
Conside´rons une goutte d’un corps C a` la densite´ critique place´e a` la pression critique dans
une atmosphe`re gazeuse de ce meˆme corps C de tempe´rature    	

 . L’adimentionnali-
sation des e´quations est effectue´e de la fac¸on suivante :
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Les e´quations a` conside´rer en phase gazeuse sont, du fait du caracte`re isobare du phe´nome`ne,
les e´quations de conservation de la masse et de conservation de l’e´nergie :
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L’e´quation de conservation de la masse a` l’interface s’e´crit :
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et l’e´quation de l’e´nergie :
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du fait de la divergence critique de la conductivite´ thermique (Arias-Zugasti et al. (1999)). A
l’infini :
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L’hypothe`se Q.S. consiste a` supposer : >     . Trois zones peuvent alors eˆtre distingue´es.
Tout d’abord, une zone centrale stationnaire du fait de la nullite´ de la diffusivite´ thermique
au point critique. C’est la re´cession du rayon ' ( de´limitant cette zone que nous cherchons a` ca-
racte´riser. Vient ensuite une zone de couche limite en densite´ ou` le terme instationnaire peut eˆtre
ne´glige´ dans les e´quations 2 et 3 et ou` %P3
C
	



1
. Une analogie peut eˆtre envisage´e
entre cette couche limite et le saut en densite´ a` l’interface liquide-vapeur dans les cas nettement
subcritiques. Cette couche limite prend approximativement fin a` la densite´ pour laquelle le de´bit
surfacique %
4
est maximal. Les grandeurs relatives a` ce maximum seront par la suite indice´es
par ”m” ( &  : tempe´rature, %  : densite´, '  rayon du domaine de´limite´ par &  ). Suit enfin une
zone ou` le terme instationnaire peut la` encore eˆtre ne´glige´ et ou` le de´bit surfacique %
4
de´croıˆt
en


'

. Cette zone est tout a` fait analogue a` la zone gazeuse dans les cas nettement subcritiques.
Ainsi, les termes instationnaires dans les e´quation 2 et 3 peuvent eˆtre ne´glige´s dans les
trois zones. Ces e´quations prive´es de leurs termes instationnaires peuvent donc eˆtre e´tudie´es
en l’e´tat, sans distinguer les trois zones pre´ce´demment de´crites. Une relation de conservation
du de´bit peut alors eˆtre de´duite des e´quations 2 et 4. Une double inte´gration de l’e´quation de
conservation de l’e´nergie fournit, compte tenu des conditions aux limites, une autre relation sur
le de´bit. L’e´galisation des deux e´quations puis l’inte´gration de la relation ainsi obtenue avec la
condition '=( \Q pour   conduisent a` :
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3 Corrections aux re´sultats Q.S.
Des essais nume´riques ont pu eˆtre mene´s dans une configuration tre`s le´ge`rement supercri-
tique ( !  ! 	

  #" Q Q Q Q%$ ) avec une loi d’e´tat du gaz de type Van Der Waals, et une loi de
conductivite´ thermique identique a` celle donne´e par Arias-Zugasti et al. (1999) :
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La stationnarite´ de la zone centrale (poche critique) est assure´e au premier ordre dans des condi-
tions tre`s le´ge`rement supercritiques. L’isotherme de´limitant cette zone centrale et de´finissant
par conse´quent '=( est prise tre`s proche de la tempe´rature critique ( & (  & 	

  #" Q Q Q Q Q  ). Les
temps de vie Q.S. relatifs (  #"
"ﬃ$,-+ 
   ) de la zone centrale sont repre´sente´s Figure 1
pour plusieurs valeurs de
D
. Les temps de vie corrige´s obtenus par Crespo et Lin˜an sont aussi
indique´s. La re´cession temporelle de ' ( est repre´sente´e sur la Figure 2. Des e´carts quantitatifs
assez importants apparaissent entre les valeurs des temps de vie nume´riques et Q.S.. Les cor-
rections instationnaires de Crespo et Lin˜an ne compensent pas les diffe´rences observe´es. Par
ailleurs, les profils de re´gression de ' ( nume´riques ne sont pas line´aires.
La pre´sence d’une couche limite en densite´ dans les configurations proches du point critique
explique ces diffe´rences : les corrections instationnaires aux re´sultats Q.S. en subcritique sup-
posent implicitement que le maximum du de´bit surfacique est atteint a` la frontie`re de la goutte,
,
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FIG. 1 – Temps de vie relatifs pour diffe´rentes valeurs de
D
FIG. 2 – Re´cession temporelle de ' ( pour
D


Q
ﬃ 
ce qui se ve´rifie du fait de l’importance relative du saut en densite´ a` l’interface. En proche cri-
tique, ces corrections ne doivent donc pas eˆtre directement applique´es a` l’e´tude de la re´cession
du domaine central mais a` celle du domaine ou` le de´bit surfacique est maximal, de´limite´ par '  .
L’e´tude des diffe´rents ordres de grandeurs dans les e´quations de bilan montre que l’isotherme
&
 de´limitant ce domaine est telle que le temps caracte´ristique de diffusion calcule´ a` cet endroit
est de l’ordre du temps de vie Q.S. de la goutte, ce qui permet la de´termination de &  . Les
calculs de Crespo et Lin˜an sont donc repris en se plac¸ant a` l’isotherme &  . Ceci conduit a` la
$
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relation :
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Une deuxie`me relation liant '=( et '  est ne´cessaire a` la re´solution. Les constatations suivantes
permettent l’e´tablissement de cette relation : la forme de la distribution en densite´ Q.S.,
%
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fait que le cre´neau en densite´ des conditions initiales ne peut eˆtre repre´sente´ par les calculs Q.S..
Ceci reveˆt peu d’importance dans des conditions nettement subcritiques, le cre´neau en densite´
se trouvant naturellement dans le saut a` l’interface. L’absence de saut en densite´ a` l’interface au
point critique fait que les distributions Q.S. et re´elles diffe`rent plus significativement a` l’instant
initial. Une hypothe`se sur la distribution en densite´ dans la couche limite peut eˆtre effectue´e :
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ce qui suppose aussi que les domaines de´limite´s par '  et ')( aient des temps de vie tre`s voi-
sins, ce qui est confirme´ par les simulations nume´riques. Le terme '  2 ')( est repre´sentatif
de l’e´paisseur de couche limite. Cette hypothe`se autorise la repre´sentation d’une couche limite
d’e´paisseur nulle en   Q , la distribution initiale en densite´ dans l’ensemble du domaine se
rapproche alors d’un cre´neau. L’e´criture des e´quations de bilan dans la couche limite dans ce
nouveau repe`re et l’hypothe`se de stationnarite´ dans ce meˆme repe`re conduisent a` l’e´tablissement
de la relation suivante :
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peut alors eˆtre exprime´ en fonction de ' (

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puis remplace´ dans la relation 10. Cepen-
dant, l’e´tablissement de 10 suppose une distribution en densite´ de type 12 dans tout le domaine
et ')( et '  ne peuvent simultane´ment eˆtre pris e´gaux a` un a` l’instant initial. Le phe´nome`ne de
relaxation des conditions initiales ne peut donc eˆtre inte´gre´ que partiellement via la relation
14 dans notre mode`le. Les travaux d’Arias-Zugasti et al. (2000) montrent que la diffe´rence sur
les rayons initiaux '=( et '  est d’autant plus importante que le terme
&

2
&
( est important, ce
terme e´tant lui meˆme d’autant plus important que
D
est petit. Par ailleurs, l’hypothe`se ' 
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a e´te´ admise pour l’obtention de 10 (ce qui implique compte tenu des remarques pre´ce´dentes,
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. La relation 14
peut se re´e´crire en :
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La relation 10 peut maintenant eˆtre inte´gre´e temporellement entre \Q et    pour donner :
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La condition ' 
A

B
\Q permet la de´termination de >  (et donc du temps de vie) :
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La pre´cision de la relation 18 peut eˆtre e´value´e sur la Figure 1 par la comparaison avec les
temps de vie nume´riques. La pre´cision obtenue est satisfaisante de
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ou, de fac¸on plus explicite, respectivement de       	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profils temporels de re´cession de '

( nume´riques, Q.S. et obtenus par inte´gration nume´rique
de la relation 14 (avec '  donne´ par 17 et >  par 18) sont repre´sente´s sur la Figure 2 pour
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. La re´gression temporelle nume´rique du carre´ du rayon s’e´carte significativement de
la loi de re´gression line´aire Q.S.. La loi de re´gression issue de 14 est, elle, en tre`s bon accord
avec les re´sultats nume´riques.
4 Conclusions
Les corrections a` la the´orie Q.S. propose´es ici dans le cas de l’”e´vaporation” d’une goutte
au point critique permettent de de´terminer des temps de vie en bon accord avec les re´sultats
nume´riques pour
D
non trop petit. Une e´tude faisant intervenir de fac¸on plus comple`te le phe´nome`ne
de relaxation des conditions initiales pourrait eˆtre envisage´e dans ce dernier cas. Plus qualitati-
vement, la relation issue de l’hypothe`se effectue´e dans la couche limite de´crit de fac¸on satisfai-
sante la re´gression temporelle du carre´ du rayon.
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